R Ll

EEed e SN Y

Anales Acad. Nac. de Cs. Ex., Fis. y Nat., tomo 52 (2000): 209-222.

ESTUDIO ANALITICO DE CUENCAS DINAMICAS DE HOPF
EN FLUJOS BIFASICOS EN CANALES

Dario F. Delmastro y Luis E. Juanico

Centro Atémico Bariloche e Instituto Balseiro.

Resumen

Se presenta un modelo algebraico bidimensional en demoras de la dindmi-
ca de canales de dos fases en ebullicién tanto horizontales como verticales. Su sim-
plicidad permite un tratamiento completamente analitico del problema, tanto lineal
como no lineal, preservando una descripcién realista de los principales mecanismos
involucrados, Utilizando métodos perturbativos se identificaron cuencas de estabi-
lidad ascciadas a bifurcaciones de Hopf de ambos tipos, suberfticas y supercriticas,
estableciéndose un criterio analitico para la transcripeién de uno a otro tipo. El and-
lisis lineal permiti6 observar un efecto inestabilizante del término gravitatorio so-
bre las oscilaciones de ondas de densidad. Adema4s, incrementando la preponderan-
cia del término gravitatorio, se extiende el caracter subceritico de esta bifurcacién
hacia subenfriamientos mds altos. En suma, la gravedad tiene un efecto
inestabilizante sobre la dindmica de canales en ebullicién frente al fenémeno de ondas
de densidad. Se reducen los médrgenes de estabilidad lineal y ademas se acentiia el
cardcter no conservativo del andlisis lineal de estabilidad.

Palabras clave: Dindamica no lineal, flujo de dos fases, bifurcacién de Hopf.
Abstract

A bidimensional algebraic delay model is presented in order to study the
two-phase boiling channels dynamic, either horizontal or vertical cnes. Its simplicity
allows a fully analytical treatment of the system dynamic, both linear and nonlinear,
while preserving a realistic description of the main mechanisms involved. Both kinds
of Hopf bifurcation’s, suberitical and supercritical were identified and treated using
perturbation methods. A fully analytical criterion for Hopf bifurcation transecription
was determined, The linear stability boundaries were analytically obtained. An
unstabilizing effect of the gravity term over density-wave oscillations was found. It
was found that increasing the gravity term, the suberitical character of the
bifurcation is extended towards higher subcoolings. So, graviiy produces an
unstahilizing effect over the boiling channel dynamic, considering the density-wave
phenomenon. 1t reduces the lineal stability margin and the linear analysis approach
becomes less conservative.

Key words: Nonlinear dynamic, two phase flow, Hopf's bifurcation.
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Introduceion

E]l fenémeno de inestabilidades dina-
micas en canales en ebullicién, conocidas
como ondas de densidad, ha sido extensa-
mente estudiado durante los altimos 30
afios (Lahey and Drew, 1980; Rizwan
Uddin, 1994). Estas pueden presentarse
bajo ciertas condiciones de operacién en los
sistemas en ebullicién, para las cuales és-
tos se vuelven inestables debido a retardos
producidos sobre los mecanismos de reali-
mentacién en las caidas de presién. Pertur-
baciones iniciadas en la entrada del canal
viajan con el fluido, causando demoras en
el transporte de los cambios en las variables
de estado locales. Bajo ciertas condiciones
de operacién dadas, estas demoras pueden
originar realimentaciones autosostenidas
{(Lahey and Moody, 1977).

El fenémeno de inestabilidad de on-
das de densidad en sistemas bifasicos en ebu-
llicién, ademds de ser interesante desde el
punto de vista cientifico, tiene serias impli-
caciones practicas para muchas industrias.
Intercambiadores de calor con cambio de
fase, varios equipos de procesos quimicos,
reactores nucleares de agua en ebullicién
(BWRs), v generadores de vapor, en forma
abreviada, son candidatos potenciales a ex-
perimentar este tipo de inestabilidad. Sin
embargo, ha sido relativamente escaso el
trabajo de investigacion enfocado sobre la
influencia de la gravedad en la estabilidad
de flujos bifasicos en ebullicién. No obstan-
te, éste podria ser de interés para los nue-
vos disefios de reactores bhajo circulacién
natural (Durnan, 1988; Katacka et al,, 1988),

Los métodos utilizados para predecir
las inestabilidades pueden clasificarse en
dos categorias: lineales y no lineales. La
herramienta clasica utilizada ha sido el ana-
lisis lineal en e} dominio frecuencial, orien-
tada a la determinacién de los limites de
estabilidad para perturbaciones infinitesi-
males. Esta herramienta no permite en
cambio predecir la respuesta del sistema ni
las caracteristicas de los comportamientos
oscilatorios.

Para estudiar el comportamiento del

sistema ante perturbaciones finitas es ne-

cesario considerar efectos esencialmente no
lineales relacionados con las realimentacio-
nes en las caidas de presién en el sistema.
En un entorno del umbral de estabilidad
lineal, la dindamica del sistema puede carac-

. terizarse por una bifurcacién normal de

Hopf (Achard et al., 1985). Se han utiliza-
do técnicas especiales de bifurcaciones de
Hopf para estudiar analitica y numérica-
mente su amplitud, frecuencia y caracter
(subcritico o supercritico) en canales hori-
zontales (Clausse et al., 1996; Delmastro et
al., 1998a) o sélo numéricamente en cana-
les verticales (Delmastro y Juanicé, 1998b).

El estudio de los flujos en ebullicién
nos presentan ejemplos muy interesantes de
fenémenos inherentemente no lineales.
Consideremos por ejemplo los puntos de
equilibrio (puntos fijos) de un canal en ebu-
llicién uniformemente calefaccionado suje-
to a un salto de presion externo constante.
Estos suelen poseer nodos inestables o pun-
tos de retorno (saddle-node bifurcation
point) (Dorning, 1989). Es por este motive
que los diagramas de bifurcacién de las va-
riables en funcién de un parametro presen-
tan forma de S o efectos de histéresis, como
se puede observar en la Fig. 1, correspon-
diendo la rama intermedia inestable a la
inestahilidad de Ledinegg.

En muchos casos el punto fijo de la
rama inferior (ver Fig. 1) pierde su estabi-
lidad a través de una bifurcacién de Hopf
supercritica (Dorning, 1989) conduciendo a
las conocidas ondas de densidad, proyec-
tando un ciclo limite en el espacio de las
fases. De este modo este punto fijo se con-
vierte en un foco inestable gue da origen a
un atractor periédico en este sistema
disipativo dindmico. IEs posible también que
el punto fijo anterior pierda su estabilidad
a través de una bifurcacién suberitica, te-
niendo entonces las oscilaciones caracteris-
ficas divergentes y siende de esperar que
otras no linealidades entren posteriormen-
te en juego, :

En este trabajo se presenta un mo-
delo algebraico bidimensional en demoras
de la dindmica de canales de dos fases en
ebullicién tanto horizontales como vertica-
les. Su simplicidad permite un tratamiento
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Fig. 1.— Diagrama de bifurcacién de un canal en
ebullicién,

completamente analitico del problema, tan-
to lineal como no lineal, preservando una
descripcién realista de los principales me-
canismos involucrados. Utilizando métodos
perturbativos se identificaron cuencas de
estabilidad asociadas a bifurcaciones de
Hopf de ambos tipos, subcriticas y super-
crificas, estableciéndose un criterio analiti-
co para la transcripcién de uno a otro tipo.
Se ohserva un efecto inestabilizante del tér-
mino gravitatorio scbhre los margenes de
estabilidad ante ondas de densidad y ade-
mas se extiende el caracter suberitico de
esta bifurcacién hacia subenfriamientos
mas altos.

Modelo de canal en ebullicién

Consideremos el canal en ebullicién
esquematizado en la Fig. 2. En él, el liqui-
do ingresa subenfriado a temperatura cons-
tante y es calefaccionado uniformemente a
lo largo del canal. En una cierta posicién el
fluide alcanza su temperatura de saturacién
y comienza a hervir, saliendo del canal
como una mezcla bifasica.

Se asumieron las siguientes hipéte-
sis en el modelado del flujo bifdsico (Del-
mastro et al. 1998):

e El flujo es homogéneo (ambas fa-
ses tienen igual velocidad, es decir, sin des-
lizamiento).

e La presién del sistema es constante.

e El flyjo de calor es constante en es-
pacio y tiempo.

q"

Lid )

T o

Fig. 2.— Canal en ebullicién.

e Ambas fases son incompresibles.

e Las fases se encuentran en equili-
brio termodindmico.

e Los términos de disipacién viscosa
y de generacidn interna de calor son despre-
ciables en la ecuacién de energia.

e La friccién se considera solamente
concentrada sobre la entrada y la salida del
canal.

Sobre estas hipétesis, las ecuaciones
unidimensionales de conservacién de masa
v energia se pueden escribir como:

ap  dipu)
o ez 0 (L)

8(ph)+ d{(p hu) _
dt dz

q (1b)

La entalpia v la densidad se pueden
relacionar por la siguiente ecuacién de es-
tado:

st <h

P =29

th=h) T
p = |:Vf +vag:|

Combinando las ecuaciones (1b) ¥
(2b) obtenemos para la regién de dos fases:

(2a)

si h > hf. (2b)
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du Vg

— = —_— = Q

a z hfg (33)

Similarmente, para la regién de una
fase:

du
— = 3b
e (3b)

Integrando las ecuaciones (3) a lo
largo del canal:

e = w42 (Ly-A) (4)

siendo la longitud de liquido subenfriado

i) ="

En ésta, v es el tiempo necesario
para que una particula ingresante al canal
alcance su temperatura de saturacidn:

3 s 4
[ mit ar (5)

W o Ahmb pf (6)
q
Para bajas frecuencias podemos
aproximar (Juanicé, 1998; Clausse et al.,
2000):

At) =

Asumiendo un balance cuasiestatico
de fuerzas en la ecuacién de momento, el
salto de presién impuesto externamente al
canal se balancea con las fuerzas de friccidn,
gravedad y aceleracién, esto es

Vu,-(r—V/Z) (7

MC
(ki —D)ppul+(k, +1)p,ul+ A”g = &

x5

(8)
Siguiendo la aproximacion cuasies-
tatica, podemos asumir que el flujo salien-
te sigue la historia del flujo ingresante al

canal (Clausse et ¢f., 1995) siendo:
pe(r)ug(t) pfuf(t“'f) (9)
donde T es una dada demora de transporte.
Esta demora puede ser razonablemente re-
emplazada por v si el tiempo de residencia

en la regién de dos fases es pequeiio, (i.e.
altos subenfriamientos de entrada).

En este caso, la densidad promedio
en la regién bifdsica estd préxima a su va-
lor de salida, p,, ¥ la masa dentro del canal
puede aproximarse como (Delmastro y
Juanies, 1998)-

M, = A, p[A+ut-v)/Q]  (10)
Las ecuaciones (4), (7), (8), (9) y (10)
pueden ser combinadas en una Gnica ecua-
cién en demoras que relaciona los valores
de la velocidad a la entrada, u, en ires ins-
tantes diferentes: ¢, +-v/2 and #-v.
Escribiendo este mapeo bidimen-
sional en forma adimensional, usando los
valores de referencia: L, =L, u =L /v y
P, = p, obtenemos la siguiente expresion:

ki’ (t)+ i (f_v)[ﬁ.- (t)_l_ Ny (l—ﬁi(I—sz))]‘l'

Fu
k, +1

+Ng [ﬁf(r —v/2}+ ug,_v)} = (11)

sib

Analisis de estabilidad lineal

Los puntos fijos del mapeo bidi-
mensional dado por la ecuacién (11) se pue-
den obtener sustituyendo 2 =4 _, =2 ,= i,
El pardmetro @, representa la frac-

cién subenfriada del canal, esto es:

s o N
MU_LC.'J_N

suh

peh
Linearizando la ecuacion (11) alrede-
dor de un punto fijo, obtenemos Ia siguien-

te ecuaciéon caracteristica;

[k + 1)y 1x? +(Ng — N, dig )t

(12)

+| g + Ny (I~ 13y )+ N‘g} = 0

sub

donde x = e*.
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El sistema se encuentra marginal-
mente estable en 4, si x es un punto sobre
el circulo unitario en el plano complejo.
Dependiendo del caracter de x (i.e., real o
complejo) el sistema pierde su estabilidad
oscilatoriamente (autovalores complejos) o
excursivamente (autovalores reales).

_ Inestabilidad de Ondas de Densi-
dad. Para autovalores complejos el margen
de inestabilidad se establece en:

. N.s‘ub + Ng/N.mb

N , +2k

sub

~

(13)

Esta inestabilidad presenta un ca-
racter oscilatorio, que se manifiesta en on-
das de densidad viajando a lo largo del ca-
nal, dando su nombre al fenémeno.

Inestabilidad excursiva o de Ledi-
negg. Para autovalores reales se presenta
un punto de ensilladura cuando el mayor
autovalor x es mayor que 1. En este caso,
el sistema alcanza la inestabilidad excursiva
o de Ledinegg (Lahey and Moody, 1977).
Esta ultima condicién implica que

N, +Ng+ Ng

~ded Nsub (14)
" TN,k

el punto donde las ecuaciones (13) y (14) se
interceptan corresponde a la transicién de
autovalores inestables complejos a reales:

[Vt |
i gwfied = sl (15)

3N 2

s

Mapas de Estabilidad Lineal. Los
criterios de estabilidad, dados por las ecua-
ciones (13) y (14) se ilustran en el plano
biparamétrico (N__, Npch) de la Fig. 3. Se
considera tanto el caso de un canal horizon-
tal (Ng=0) como uno vertical con un térmi-
no gravitatorio apreciable (Wg=10). Nétese
de ellas que el términe gravitatorio causa
un efecto inestabilizante sobre las inesta-
bilidades de ondas de densidad y un efecto
estabilizante sobre las inestabilidades de
Ledinegg.

80

E—r— Ledinegg .~
—--e-Ng=1D .

60

N 1 unafase
sub
401
estable ondas de densidag
20 T T ¥ ¥
20 40 60 pf 80 100 129

pch

Fig. 3.~ Mapa de estabilidad lineal.

Comparando los mapas de estabili-
dad lineal de este modelo algebraico con el
completamente diferencial (Delmastro ef al.,
1991 y 1998a), encontramos buen acuerdo
para un amplio rango de numeros de
subenfriamiento y gravitatorio.

Frecuencia Lineal. Consideremos
que el sistema se encuentra bajo condicio-
nes marginalmente inestables (autovalores

complejos). La frecuencia angular, @, pue-
de entonces evaluarse a partir de los valo-
res de los autovalores, x. Siendo x = exp{ov/
2}, entonces

A

@ =wv = 2arccos (Re) (16)

donde Re es la parte real de los autovalores
complejos calculada sobre el limite lineal. Es
decir:

 Ng(2k+Ny,)
Sub
N.s‘ub + Ng
N.mb

A2k + 1)

N

O = 2arccos

(17)

La frecuencia angular adimensional,
dada por la ecuacién (17) se grafica en la
Fig. 4. Se observa alli que la gravedad
incrementa los valores de la frecuencia para
un dado subenfriamiento. Esta tendencia
también fue observada experimentalmente
{(Juanicé, 1998).
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Fig. 4 — Frecuencia lineal angular adimensional
(k = 19.5).

Bifurcacién de Hopf

Consideremos que el sistema se en-
cuentra en condiciones marginalmente es-
tables (autovalores complejos), en cuyo caso
el valor de %, &, viene determinado de (13),
como;

Nsub(j_ﬁOJ_i_Ng/Nsub
2ip

ko (18)

2120

Cuando % es menor que %, la solu-
cién estacionaria pierde estabilidad. El teo-
rema de la bifurcacién de Hopf establece
que encontraremos una solucién periédica
que se bifurca desde 2, si

(lf'“:O = haho # 0
[ |
d
» Rel—a— J =
du -

donde o viene de resolver la (12), es decir:

o = —llogxyu:k-ko. (19)
T
Reemplazando x obtenido de resolver

Ia ecuacién (12) en (19), obtenemos

H t L}E
B Jjarctan Re .
ol o=—& Iy=0 = " 20, (20a)
Reirda -{< 0
] (20b)
|_d‘u ,LA:DJ

donde Re e Im son las partes real e imagi-
naria de x calculadas sobre el limite lineal,

_ es decir:
Nsub 120 _Ng

Re=—— = 21
2[“0+N.\'ub(]_u0)+Ng/Nsub]’ ( 2)
” 2

— 17 Nsubuﬂ —Ng
im=,1 i -
2[”0 + NA'ub(]_u0)+ Ng/Nmb]
(21b)

Entonces, es posible encontrar una
bifurcacién en nuestra ecuacién en demoras.
Para investigar ésta, consideraremos la for-
ma «local», o perturbada, de la ecuacién (11):

(ko + 2 ) 2ty + 8 )+ iftp + ity )+ ety

—Nmb[ﬁg(é']+62)+6162—32}+Ng[61+§2} =- 0
sup

Escribiendo 8 =gy , donde & es un
parametro pequeiio, obtenemos

(k0+y)(2ﬁoy0+£y§)+ ﬁO(y0+y2)+ Yy,
— Nyl lg( ¥ty )+ey;y, — v ]+

Y
+Ng(}’1+N2 ] = 0 (23)

sith

Expandiendo ahora las siguientes
expresiones

=Ly €+l B s (24a)
L 2
t=g —+T(1)£+T(2)£ +... (24b)
w{-’
- 2
Yo =Y0,0, T Yo, €t Yo, &+ (24¢)
M=V, T I, €+ Yy, €+ (24d)
2
¥ :yz(f}) +y2fl) £+ yz{“ E" Fuu (246)
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donde w_ =Im (o).

La expansién en serie de la variable
temporal introducida en (24b) implica sobre
las demoras:

Vi = yU(m(B

d)@rm( 8- ta). )]
dy

B wc'] + )C]: y%)(e —TO )+

. d)’om)( 6- 70, )l

p”: 2L+ (252)

X

|x“—-0 Ix:()

2
B = yq(,,(ﬂ——a%.li x] = ¥, 02w+
dy, (62w, x: dy, (0~2uy.) P05
R, W |

donde ¥ = T, €+ T, € ... .
En adelante redefiniremos

yOEDJ ( o- T, )

y()(m (6 - szL')

Combinando las (23) a {25) obtenemos:

Y (26a)

Yz (26b)

(m

Ly, ) =9 (27a)
L, o, 9% )=8 m? (27b)
L,y 5) =S, @7¢)

La derivacién de las funciones L,y S,
se encuentra desarrollada en el Apéndice.

Para buscar soluciones periddicas,
(con perfodo 2m), ésta nos impone la condi-
cion de ortogonalidad siguiente:

]. n ’
_ -j@ =
n‘[? Yoy - 40 =1 (28)
Recordande que
— _ P
0, =EY, —S(ynm + Yy € F Vi € +...),
enfonces la (28) implica
1 2= ;
—Iz Sede =1 (29)
T [4]

La condicién necesaria y suficiente
para que las ecuaciones (27) tengan una
solucion periédica es bien conocida como “al-
ternativa de Fredholm”™:

]. 2 _ig
=17 S,e"do = 1

(30)
Una solucién (real) que satisface las
ecuaciones (27a) y (28) es

n, = 3l et

> (31)

la cual junto con las (25) determinan las
soluciones demoradas y,, ¥ ¥, -

Para ! = 0, siendo S, = 0, la ecua-
cién (30) se satisface trivialmente. Para [ =
1, 1a (30) implica

2z 27
2 -—j@ - —j8
—ko j.yome / d9—2uo,u(” J.yom}e J de -
0 0

2 '6 2n ”
J.)’qa,yzw,e g dg"’Nmb_“me)’zme 7do
o 0

21 dy, )
Tmfffl){ (Nsub ﬁ(] _Ng)J d—;e_jsde -
O

27 dy )
i ]f—‘? e'fgdB):O
N

sub | g d?[

2(.&0 + N.s‘ub (1 —ﬁ0)+
(32)

Combinando las ecuaciones (25a,b),
{26a,b), y (31), obtenemos,

2

[ edo =0, (332)
1]
n d
[Yoo,¢7d0 = (33b)
i}
'lnd
jiﬂle'fed(? =10} j- (33¢)
0 X
in dyz
0 _—j0 -
j—( Le 'dO = —QJTT(US.] (33d)

o Ax
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2
-8 _
.{l:yo(m yz:u)e 46 =0 (83e)

P2
.[yl(a) yz(u:euwd6 =0 (33f)
0

Partiendo de las (32) y (33) se dedu-
ce que p, =17, =0.

Para [ = 2, la ecuacién (27¢), junto
con p,=1,=0, implica

2n 2
-jf ~ -ig
— 2k, fyo Yo7 d9—2u0u(2).|.y0me v do
0

0

re)

x +
B j-(yom) Y2, i yO(,)yzw,)e-’;BdQ -

0
Ng} 2
T
{2} X
Nsub ‘

2{&0 + Nsub(j_ﬁ())-l-

Zaﬂ:dy .
[ 2 g7p 4
o 4

dyy,

2
[0

2n

+ N J.(y;[”yzmﬁyzmyg“) = (34)
0

Introduciremos una solucién (real)
de y,,,, la cual satisface las ecuaciones (30)
y (34), de la forma

¥0,, =@ +bel b e 04 o0 528 (85)

En ésta, el parametro o es real y b

¥ ¢ son complejos. Las magnitudes demora-
das corespondientes a la solucién introdu-

cida son;

ylmz a+b€jm_m") +B_37j(9_m‘) +

R S (36a)
Y, = a+bel O | peri@re |
L1}
ceIE=2.) | 202w, {36b)

Usando las ecuaciones (32), (35) y
(36} podemos calcular:

2n
J.yocn yUm)e "de = m(atc) (37a)
0

2

-8 —4T, |
[ 72 9006 7 d0 =Tt ce™™)  (gm,
(]

2T
—ib =4t §
[ 319208 40 = m(ae™™ +.¢) (37c)
k]
2 ]
yZu) yl(me_wdg = ﬂ(aer
0

T, § g Ce—sfa.lcj) (37d)

2

— i -2r@ 2 j
J.yO(I)yZ(o)e Jad@ = ?T(ae . tce mw) .
0

(37e)

Reemplazando las ecuaciones (33¢,d)
y (87) en la (34), obtenemos la condicién de
Fredholm sobre [ = 2:

= 2kp (a + c)—ZﬁOp.m) = (a + ce_4m“j)+

) ;
+ N (ae Hace s c}

e le.ub(ae_k%j +ce TS )=
(ae =2t J + Cesz’j )
{— 2{&0 N 1—dg )+ —Ni}e‘k“’v" o
Nsub
% j 2 .
+ (N ity — Ngle ™ }T@cf(z,u =0 (38

Los coeficientes a y ¢ pueden ser cal-
culados combinandoe las ecuaciones (35) y
(27b), siendo:

" Ng
Nsubu_“(.r)"' N
b + [(ezm)cj + E—ZTr”“')‘NS“b(Em}‘j + E—r@j )]

Ky

==

4{2[1\1_‘“, iy +- € )-ijbﬁn + Ng}

sub

(39a)
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N,
Nl =i+ ;
* sub |, 2tm, f 2 {ix Nsubeﬂw“‘
Sﬁa 4
o (39b)

% 5 N
[Nmb[!“‘o)"'”o 0 : ]2'705(2‘“% J+(Ng—N_,.)

sub

Combinando las ecuaciones (38) y
(39) se obtiene la siguiente expresién ana-
litica para el coeficiente p,;

. Nop\I—ltg )+ Ng/ N,
Dlightz) =— sl (;1 8/ Noup

(a+(:])—
C;(Re4—6ReZ Im*+Im* J—a

43RS = Relm’ J+ NypalRe— i)+
b+ N, (c; +aRe)

+Nyoti (R =3 Re )

Nyuse2(3RE et - 2¢; Retim

—(a+c; \Re2— I )+ Im{Ng — Nyt +

4R€[ﬁ0 +Nsub(1_ﬁ0 )+Ng/N.mb]}

A sub€2 —

[(Nsub(]_ﬁ0)+Ng/Nsub)C2 -N
“g

NousC (3Re2 Im- I’ )— aN,,, Im

—N_, c\Ré*~3Re Int’) +4c (R Im-Re Int' ) +
-¢,| R~ In?)

+cy\Re*~6 R It I )+
2a~c,)Relm-2aN,y, Relm|/

N, iio - No)Re=lip + Ny (1 -dig )+

Ng/N,,]2 (;Re'2 ~Int’ )} =f (Nsup, Ng, ig)
(40)

donde ¢ fue separado en su parte real e
imaginaria comoc =¢, +jc, .

Analisis y discusion de los resultados

La ecuacién (40) constituye un resul-
tado importante concerniente a las propie-
dades nolineales del modelo en demoras de
la dindamica de canales bifisicos presenta-
do en este trabajo. En primer lugar, el sig-
no de p,, determina el caricter de la bifur-
cacién, Dado que
Relda(p = 0)/9u} < 0, el criterio es

1(2) > 0 => bifurcacién subcritica,

u(2) < 0 => bifurcacién supercritica.

Bajo condiciones subcriticas, dentro
de la regién linearmente inestable el siste-
ma se vuelve inestable ante excitaciones de
cualquier amplitud. Mds atdn, éste es tam-
bién inestable en alguna regién linealmente
estable ante excitaciones de amplitud sufi-
cientemente grandes. Por otra parte, un
sistema supercritico es siempre estable den-
tro de la regién del margen de estabilidad
lineal, y exhibe soluciones periédicas finitas
(ciclos limites) dentro de alguna regi6n de
inestabilidad lineal (Lahey, 1986). En la
Fig. 5 se representan los distintos compor-
tamientos y sus regiones, asociados a las
cuencas de Hopf subcriticas y supercriticas.
La condicion limite Hp = 0, representa el
punto de transcripcién donde el sistema
muda de subcritico a supercritico. Este de-
termina una curva en el espacio paramé-
trico (N_,, &)

fN,,, Ng &) =0. (41)

Se resolvié numéricamente esta
ecuacién para distintos Ng como se mues-
tra en la Fig. 6. En ésta puede verse el au-
mento de la cuenca dinamica subcritica
hacia subenfriamientos mayores, conforme
se incrementa el término gravitatorio. Cabe
destacar no obstante, que independiente-
mente del valor de éste, para ntimeros de
subenfriamientos grandes el cardcter de la
bifurcaciéon esta determinado sélo por el
valor de i, verificindose que:

: r o ol
fn, otz )= 15
YV Ng <o
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limite estab. lineal
{autov. complejos)

supercritico f
suberitico t

ciclo limite
inestable

Fig. 5.— Esquema de comportamientos nolineales
(V_, = 30, Ng = 0).
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Fig.6.— Caricter de la bifurcacién de Hopf para
distintos Ng.

Otra aplicacién de la ecuacion (40) es
el calculo de la amplitud de los ciclos limi-
tes (en bifurcaciones supercriticas), o alter-
nativamente el tamafio de la minima per-
turbacién que dispara la inestabilidad den-
tro del dominio de estabilidad lineal (en bi-
furcaciones subcriticas). Tomando sélo los
términos de menor (segundo) orden en las
ecuaciones (24) se pueden expresar:

K=y, € (42a)
6=ow,t (42b}
Yo = Youy = €08 0, (42¢)
8, = ey, (42d)

Combinando las ecuaciones (40) y
(42}, la amplitud relativa de la perturbacién

puede ser relacionada con el apartamiento
de & desde el limite lineal, %, , por:

Iol”  1f
ﬁg - R kO > (43)
donde R se define como:
55
R = # f(Nsub Ng uO)
Nsub(]_u0)+ gNsub :
(44)

El significado de R puede ser dedu-
cide de la ecuacién (43). Para bifurcaciones
subcriticas (R > 0), cuanto mas alto sea el
vaor de K, menor lo serd la perturbacién
requerida para desestabilizar una condiciéon
linealmente estable. Por lo tanto, en regio-
nes estables donde R es alto, deberia pres-
tarse atencién especial a la respuesta del
sistema ante perturbaciones de amplitud fi-
nita. Por otra parte, para bifurcaciones
supercriticas (i < 0}, cuanto mas bajo sea el
valor de R, otro tanto lo serd la amplitud del
ciclo limite. Por consiguiente, en regiones
inestables donde R es bajo, la respuesta del
sistema podria ser aceptable para el disefio,
cuando las oscilaciones se mantuviesen den-
tro de los rangos controlables. En general B
puede ser visto como un indicador de «ries-
go», en el sentido de que mayores R impli-
can situaciones mas peligrosas.

En las Fig. 7 se ilustra la dependen-
cia de K con N, para diferentes @, y para
dos Ng distintos. Se observa, en concordan-
cia con el aumento de subcriticidad antes
notado, que incrementando Ng aumenta el
“riesgo” del sistema.

Similarmente al factor antes estu-
diado, para N_, grandes R, R.., depende
unicamente de &, Este limite fue analitica-
mente calculado y se refleja su comporta-
miento en la Fig. 8. Hay dos resultados in-
teresantes a destacar:

e maximo (R.) = 0.201, ocurre en i, = 0.211.

o lim R_=0.1875.
8,—0
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Fig. 7a.— Indicador de riesgo para distintos i, y
Ng = 0.
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Fig. 7b.— Indicador de riesgo para distintos 2, y
Ng = 10.
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Fig. 8.— Indicador de riesgo para N_, grandes.

Conclusiones

Se derivé un modelo matematico de
la dindmica de flujos bifasicos en canales
verticales u horizontales, basado en ecua-
ciones en demoras a partir de las ecuaciones
de conservacién de una mezcla bifasica ho-
mogénea. Se obtuvo asi un mapeo bidimen-
sional como resultado de asumir demoras de
transporte constantes a lo largo del canal. La
estabilidad de la dinamica discreta fue ana-
lizada perturbando linealmente alrededor del
estado estacionario. Se encontraron solucio-
nes oscilatorias y excursivas, correspondien-
tes a inestabilidades del tipo de ondas de
densidad y de Ledinegg respectivamente.

Las caracteristicas de las inesta-
bilidades oscilatorias fueron estudiadas
usando métodos perturbativos de Hopf El
analisis permitié identificar cuencas dind-
micas asociadas a bifurcaciones de Hopf
subcriticas y supercriticas. Fue posible des-
cribir en forma analitica el comportamien-
to nolineal del sistema usando una funcién
de “riesgo”, la cual provee una medida de
la amplitud de los ciclos limites (estables o
inestables).

En suma, la gravedad tiene un efec-
to inestabilizante sobre la dinamica de ca-
nales en ebullicién frente al fenémeno de
ondas de densidad. Se reducen los marge-
nes de estabilidad lineal y ademaés se acen-
tGa el caracter no conservativo del analisis
lineal de estabilidad.

Apéndice
Combinando las ecuaciones (23) a

(25) obtenemos:

2 z
(ko +‘LL(I)8+‘U(2)€ -_I-...)[2u0(qu +y0(“8+

-ygmsz -i-...)-}-s(yé?;mj +2€¥5 Yo +)] +

(L7 R Py

i 24 )rely
uo(yom,'FyOmS']'yo{zJE +.. )+ &€ orm'i'yo £+

(£3]

d

2(03

2
,yor“E +...{y2w, + (T(I)£+"')+ yzr“E+..:|+
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dy,
W\ E+T 08 I+
dx ((f) (2) )

+ ﬁo yzm +

2
i) 2 2
yZUJE + dx T(1)€ +y2(:”€ +..}+

1 2)
{0
Ng y1{01+y17“'£+ dxj (T(;)E'i‘T{Z)S +
Yy 3 3 2
1] (i)
dZZ T(])E + T(])S +y]r218 +

y g 2
_Nsub Up y40)+y]m&‘+—d;' (T(])E‘f"'[(z):c) )+

2
dy; dy;

o) 2 2 1) 2 2
> T(])E +—dx T”}E +y1{218 +...

2
dy;
2 u) 2
(’5(1)5’“"(2)5 )+ e +

dy’

4%;,,
+ N y2w+ dy

dy
! 2 2 A
y3, E+ dj;"qus +3;, € +...](1—u0)

%0, 2
¥ + d)} (T(})E'{'T(z)g )'!-

dy

il

dy

2 2
T(I)E + yzr“g Freen

(’L'”)8+...)+y4”8+...

9)

W
_Nsubg y; + d%

dy;'
2 10}
E X +
+ |:3’2 /

10}

(T(])E‘F...)’l‘ yz(“&"{-...] (45)

Colectando en potencias de €, obtene-
mos el siguiente sistema de ecuaciones: (%)

(2k0 +1ﬁo}’% +ﬁ0y2[u] +NsubE1wﬁ0 )yzfm _ﬁo yltm ]+

¥
Ng{w,o, ot )zo, (408)
Nsub
0, LU (yn (0) ) = 0
(eh):
(2o + ])ﬁoJ’q” ~ Noupthoyy, + 2y +
) Y2
Nsub(I_uO)]er” + Ng[)’]m + 4 }:
N_mb
2 %
*kquﬁ} —2”0“{1}};0{0} _'yOIUJyZI”J
N«S‘ub yi{m yZ{DJ
i dy, dy;
JrMOTCDf{Nsub d““‘? d;r(l (1)
dy;,
dy d
2 (0] £
~ Ng 1w =g 1) (46b)
d% Nsub

o, L, (y, (u) = Sw'
(&%)

(2ko+ ¥ yg,,, +litg + Ny (1= 29 ) b2 -

}’2{2) _
N.mb

Nopttoy,, tNg| vy, +
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Zky yo Yo, —2730#(2))’% =

L8]

,u(u(Zﬁo)’om + )’gm)—

dy; a’y,
1t &l TCUET(Q)+-~T'0’ Tﬂ)ff(zj)'l‘
dy

2
Nsubnym d_x—fa)c‘r(]) ¥ y‘iuj +

dy

2f0)

2
TCDCT(]) + yzr”

2
dy d”y;
Nl 1= g Jrol| —=275) + —2fy) +

2

d’y;,

dys,, 2, |, dy’

sub

(46¢)

o también, L (¥, , )} =8 ,,.

En general, L (y_ , )= 8, Notese
que mientras que la forma de L, (y, ,) per-
manece sin cambios, S o Seve incrementada
en complejidad, mayormente para [ = 2.

Referencias

Achard J. L., D. A, Drew and R. T. Lahey, “The
analysis of non-linear density-wave oscilla-
tions in boiling channels”, J. Fluid Mech,
155, 213-232 (1985).

Clausse A., D. F. Delmastro and L. Juanics, “A
simple delay model for two-phase flow
dynamics”, NUREG-CP-0142, 4, 3232-3244,
NURETH-7 Conference, Saratoga Springs,
(1895),

Clausse A., D. F. Delmastro and L. Juanicé, “A
simple delay model for the dynamics of
boiling channels”, Lafin Am. Applied
Research 26, 185-191 (1996).

Delmastro “Aplicacién de la Teoria de Sistemas
Dindmicos al Anélisis de Inestabilidades
Termihidrdulicas”, Tesis de doctorado en
Ing. Nuclear, Instituto Balseiro, 1993.

Delmastro D., L. Juanicé y Clausse A, “A fully
analytical treatment of Hopf bifurcations in
a model of boiling channel”, Latin American
Apphlied Research, 28, 165-173, 1998.

Delmastro D.y L. Juanicé. “The influence of
gravity on the dynamic of two phase boiling
channels”, 7 Congrese Latinocam. de Trans-
ferencia de Calor y Materia, Vol. 3, 801-805,
Univ. Nac. de Salta, en Salta, octubre 1998.

Delmastro D., Juanicé, L. y Clausse, A, "A delay
theory for boiling flow stability analysis”.
En prensa, aceptado para su publicacién en
International Journal of Multiphase Flow,
2000.

Daorning J., “An introduction to chaotic dynamics
in two-phase flow”. En Yalim B. Yilmaz Ed.,
Heat Transfer — Philadelphia, 1989, 241-
248.

Durnan J.D., “SBWR, a simplified boiling water
reactor”, Nucl. Eng. Design, 109, 73-77,
1988.

Lahey R.T., “Advances in the analytical mo-
delling of linear and non-linear density-
wave instability modes”, Nuc. Eng. and
Design 95, 5-34 (1986).

Lahey R.T. and DA, Drew, “An Assessment of
the Literature Related to LWR Instability
Modes”, NUREG Report, NUREG/CR- 1414
(1980).

Lahey R.T. and F.J. Moody, “The Thermal
hydraulics of a Boiling Water Nuclear Reac-
tor”, ANS Monograph, (1877).

Juanicé, L., “Identificacién de cuencas dindmi-
cas en flujos con ebullicién”, Tesis de doe-
torado en Ing. Nuclear, Institute Balseiro,
1998,

Rizwan-Uddin, “On density-wave oscillations in

- 221 -



Anales Acad. Nuc. de Cs. Ex., y Fis. Nat., tomo 52 (2000): 209-222.

two phase flows”, Int. J. in Multiphase
Flow, 20(4), 721-737 (1994).

Kataoka Y. et al., “Conceptual design and
thermal-hydraulics characteristics of natu-
ral circulation boiling water reactors”™. Nucl.
Technol., 82, 147-156, 1988,

Lista de simbolos

Ap
pru;
funcién definida en ec. (41),
entalpia especifica,
hg 8 fiy
coeficiente de friccién a la entrada,
coeficiente de friccién a la salida,
(k. -DIE+1) =
unidad imaginaria,
lengitud calefaccionada,
numero de cambio de fase, N /i)
namero de subenfriamiento,

Ah_. v
sub
Niub = VQ = £ !
l hfg Vi

&y
g

nimero de Euler, Fu=

o

T

o
o

H

22z

%
B
o

gl
uf (k, +1)

&

ndmero gravitatorio, Ng=

presidn,

potencia volumétrica,

flujo de calor,

factor de riesgo (definido en ec. (45)),
tiempo,

velocidad,

volumen especifico,

L~ T~

< BTty

Vg Ve Vo

z coordinada espacial.

Griegas

& perturbacién de la velocidad,

£ parametro pequefio,

A posicion de la frontera de ebullicién o
longitud de la zona liquida,

P densidad,

v tiempo de la particula en la regién
liquida,

T tiempo de la particula en la regién
bifésiea,

Q qv,/h,.

Subindices

e egreso,

f liquido (saturacién),

g vapor,

i ingreso,

n pasce temporal,

1 orden del término,

0 estado estacionario,

r referencia.

a Nsub - oo,

Otros
adimensional.
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